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Abstract 

In [13], Deveci and Karaduman defined the Pell orbit  AP G  of the group G A  by generated the 

set  1 2, ,..., nA a a a . In this paper, we examined the Pell orbits of the centro-polyhedral groups , 2,2n  , 

, 2, 2n , 2, , 2n  , 2, ,2n , 2, ,2n , 2,2, n , 2, 2,n  for 3n   and the centro-polyhedral 

groups 2,2,3  2,2,4 , 2,2,5 , 2,2,6 , 3,2, 2 , 4,2, 2 , 5,2, 2 , 6,2, 2  with 

respect to the generating set  , ,x y z  and the order , ,x y z  of generators. 
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Giriş 

Bilindiği gibi lineer indirgemeli dizilere, matematik, fizik, bilgisayar bilimleri sanat ve 

doğa bilimleri gibi modern bilimin bir çok alanında rastlanmaktadır. Bunlara örnek olarak 

[5,6,15-23,26,28-35,37]  çalışmaları verilebilir. Gruplarda indirgemeli diziler, ilk olarak 1960 

da Wall [36] tarafından çalışılmıştır. Wall bu çalışmasında, devirli gruplarda standart 

Fibonacci dizilerinin periyotlarını incelemiştir. Sonraki süreçte, bir çok bilim adamı teoriyi 

çeşitli indirmeli dizilere taşımıştır. Bunlara örnek olarak [1-3,7-12,14,24,25,27] çalışmaları 

verilebilir. 

 nP  Pell dizisi,  
0 10, 1P P   başlangıç elemanları ile 1n   için 

                                                           1 12n n nP P P                                                         (1) 

bağıntısı ile tanımlanır. Pell dizisi 

1,2,5,12,29,70,169,  

şeklinde meydana gelir.  

Kılıç ve Taşçı [34]’de genelleştirilmiş k-mertebeden Pell sayılarının k dizilerini, 

1 0 içink n    
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1 eğer 1- ,

0 diğer durumlarda,

i

n

n i
P


 


 

Başlangıç elemanları ile, 0n   ve 1 i k   için 

                                                  
1 22 ... ,i i i i

n n n n kP P P P                                                   (2) 

bağıntısı ile tanımlamışlardır. Burada i

nP , i. dizinin n. terimidir. (2) de i k  olarak alınırsa 

k

nP  ifadesi genelleştirilmiş k-mertebeden Pell sayısı olarak adlandırılır. 2k   olarak alınırsa 

 k

nP  dizisi standart  nP  Pell dizisine indirgenir. 

Tanım 1.1. Eğer bir dizi belli bir noktadan sonra bir alt dizinin tekrarı şeklinde meydana 

geliyorsa bu diziye periyodiktir denir. Örneğin; , , , , , , , , , , ,a b c d e c d e c d e  dizisi periyodiktir 

ve peryodu 3 tür. 

Deveci ve Karaduman [11]’de  k

nP  genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisini m modulüne 

göre indirgeyerek,  , mod k m k

i nP P m  olmak üzere  

   , , , ,

1 2, , , ,k m k m k m k m

nP P P P  

dizisini elde etmiş ve bu dizinin periyodik olduğunu göstermişlerdir. Bu çalışmada  ,k mP  

dizisinin periyodu   khP m  ile gösterilmiştir. 

Deveci ve Karaduman aynı çalışmada, sonlu bir gruptaki genelleştirilmiş k-mertebeden Pell 

dizisini aşağıdaki gibi tanımlamışlardır:  

Sonlu bir gruptaki genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisi, grubun  ,,,,,, 3210 nxxxxx  

elemanlarının bir dizisidir. Burada, 1210 ,,,, jxxxx   grubun üreteçleri olmak üzere, bu 

üreteçler dizinin başlangıç elemanları olarak kabul edilerek n j  için dizinin elemanları, 

 

 

2

0 1 1

2

1 1

;   için

;   için

n

n

n k n k n

x x x j n k
x

x x x n k



   

  
 



 

şeklindeki bağıntı yardımıyla tanımlanır.  

Ayrıca, dizinin 1210 ,,,, jxxxx   başlangıç elemanlarının grubun üreteçleri olması gerekir 

ve bundan dolayı sonlu bir gruptaki genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisi grubun yapısını 

yansıtır. 1210 ,,,, jxxxx   tarafından üretilen sonlu bir gruptaki bir genelleştirilmiş k-

mertebeden Pell dizisi  0 1; , ,k jQ G x x   ile gösterilir. 

Theorem 1.1 (Deveci ve Karaduman [13]). Sonlu bir gruptaki bir genelleştirilmiş k-

mertebeden Pell dizisi periyodiktir. 
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Bu çalışmada,  0 1; , ,k jQ G x x 
 dizisinin peirodu  0 1; , ,k jPQ G x x 

 ile gösterilmiştir. 

Tanım 1.2.  , , 1l m n>  için   nml ,,  polyhedral grubu aşağıdaki gibi taktim edlir  

1:,,  xyzzyxzyx nml . 

 nml ,,  polyhedral grubunun sonlu olması için gerek ve yeter şart 

lmnlmnlmn
nml

lmn 







 1

111
  olmak üzere 0   olmasıdır.  nml ,,  

polyhedral grubunun mertebesi lmn2  dir. 

Tanım 1.3. , ,l m n  için nml ,,  centro-polyhedral grubu aşağıdaki gibi taktim edlir 

xyzzyxzyx nml :,, . 

Bu gruplar için detaylı bilgi [2,4] çalışmalarında bulunabilir. 

Tanım 1.3 (Deveci ve Karaduman [13]).  1 2, ,..., nA a a a  olmak üzere A  kümesi 

tarafından üretilen G A  grubunun 
   AP G


 genelleştirilmiş Pell orbiti G  nin 

elemanlarının aşağıdaki gibi tanımlanan  ix  dizisidir: 

0 1i n    için 
1i ix a   başlangıç eleman ile 0i   için 

       
 1 2 1 1

1 2 1

n n

i n i i i n i nx x x x x
     

       olup burada 1 1j n    olacak şekilde 

1
j

j

j




 
  

 
 dir. 

   AP G


 dizisi periyodik olup bu dizinin periyodunun uzunluğu 
   ALEN P G


 ile 

gösterilmiştir. 

 Burada 1   olarak alınırsa 
   AP G


 dizisi  AP G  dizisine indirgenir ve  AP G  

dizisine G  grubunun A  geren kümesine göre Pell orbiti denir.  ALEN P G  ifadesine ise G  

grubunun A  geren kümesine göre Pell uzunluğu denir.  

Dikkat edilirse bir grubun Pell orbiti, geren sayısı basamak sayısı olarak alınan 

genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisidir. Dolayısıyla Pell orbiti periyodiktir ve bu peryot 

 1; , ,n nPQ G a a  değerine eşittir. 

 Yukarıdaki tanımlardan açıkca görülür ki; sonlu bir grubun gerek Pell orbitinin 

uzunluğu gerekse bu gruptaki genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisinin periyodu seçilen 

geren kümesine ve bunun üzerinden seçilecek başlangıç elemanlarının dizilişine bağlı olarak 

değişir. 
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 Temel Sonuçlar ve İspatlar 

Teorem 2.1. G , ,2,2 , 2, ,2 , 2,2,n n n    centro-polyhedral gruplarından herhangi birisi 

olsun. Bu durumda G  grubunun  , ,x y z  geren kümesine ve geren elemanların , ,x y z  

sıralamasına göre Pell uzunluğu 

   , ,

7 ,  çift ise,

14 ,  tek ise
x y z

n n
LEN P G

n n


 


 

şeklindedir. 

İspat. İspatı ,2,2n  grubu için yapacağız. Hemen belirtelim ki, bu grup 

2 2, , : nx y z x y z xyz     şeklinde takdim edilir ve 2  ve 4x n y z    dür.  

n  nin durumuna göre    , ,
,2,2

x y z
P n  orbiti için aşağıdaki iki durum söz konusudur: 

Eğer n  sayısının tek çarpanı var ise,    , ,
,2,2

x y z
P n  orbiti 

1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0 1 2

5

14 15 16

2 29

28 29 30

2 25 4

14 14 15 14 16 14

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,
i ii

i i i

x x x y x z

x x x x z x x z

x x x x z x x z

x x x x z x x z

 

   

   

 

 

  

  

  

  

  

 

şeklinde olup burada 
1 2, N    ve 

1 2 ve    ya 1 yada 2 dir. Bu dizinin periyodunun 

uzunluğunu belirmek için 14 14 14 15 14 15 16 14 16, ,i i ix x x x x x      olacak şekilde en küçük i  doğal 

sayını belirlemek yeterli olcaktır. Dolayısıyla 2 4nk i   k N  yani 2nk i  olacak şekilde 

en küçük i  doğal sayını bulmamız gerekmektedir. 

Eğer n  çift ise 
2

n
i   bu şartı sağlayan en küçük doğal sayı olacağından 

   , ,
,2,2 14 7

2
x y z

n
LEN P n n    olur.  

Eğer n  tek ise i n  bu şartı sağlayan en küçük doğal sayı olacağından 

   , ,
,2,2 14

x y z
LEN P n n   olur.  

Eğer  2 ,un u N   şeklinde ise,    , ,
,2,2

x y z
P n  orbiti 
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0 1 2

5

14 15 16

9

28 29 30

1 4

14 14 1 14 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,i

i i i

x x x y x z

x x x y x z

x x x y x z

x x x y x z

 

  

  

  

  

 

şeklinde olup bu dizinin periyodunun uzunluğunu belirmek için 

14 0 14 1 1 14 2 2, ,i i ix x x x x y x x z        olacak şekilde en küçük i  doğal sayını belilemek 

yeterli olcaktır. Dolayısıyla 2 4nk i   k N  yani 2nk i  olacak şekilde en küçük i  doğal 

sayını bulmamız gerekmektedir. n  çift olduğundan 
2

n
i   bu şartı sağlayan en küçük doğal 

olup 
   , ,

,2,2 14 7
2

x y z

n
LEN P n n    olur.  

2, ,2 ve 2,2,n n   grupları için ispat benzer şekildedir. 

Teorem 2.2. G , 2, ,2n  gurubu  olsun. Bu durumda G  grubunun  , ,x y z  geren kümesine 

ve geren elemanların , ,x y z  sıralamasına  göre Pell uzunluğu 14 dür yani 

 

   , ,
2, ,2 14

x y z
LEN P n   

şeklindedir. 

İspat. Hemen belirtelim ki, bu grup 2 2, , : nx y z x y z xyz    şeklinde takdim edilir ve 

2  ve 4y n x z    dür . 

 n ’nin tüm değerleri için  grubun oluşturduğu Pell  dizisi  

3 3 2 3 3 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16

, , , , , , , , , , , , ,

, , , ,

x x x y x z x z x x x x x y x x x y x z x z x x x x

x y x x x y x z

            

   

 

şeklinde olup bu dizinin periyodunun uzunluğu 14 olur.  

Teorem 2.3. G , 2, 2, , veya , 2,2n n   centro-polyhedral gruplarından herhangi birisi 

olsun. Bu durumda G  grubunun  , ,x y z  geren kümesine ve geren elemanların , ,x y z  

sıralamasına  göre Pell uzunluğu 

   
  

  

3

, ,

3

4 1 ,  çift ise,
2

4 1 ,  tek ise
x y z

n
hP n n

LEN P G

nhP n n




 
 

 

şeklindedir. 
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İspatı 2, 2,n  grubu için yapacağız. Hemen belirtelim ki, bu grup 

2 2, , : nx y z x y z xyz    şeklinde takdim edilir ve    4 1  ve 2 1x y n z n n      dir.  

n  nin durumuna göre    , ,
2, 2,

x y z
P n  orbiti için aşağıdaki iki durum söz konusudur: 

Eğer n  sayısının tek çarpanı var ise,    , ,
2, 2,

x y z
P n  orbiti 

        

     
 

  

           
 

     

3 3 3

3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 1 2

8

4 1 4 1 1 4 1 2

116

2 4 1 2 4 1 1 2 4 1 2

18 8

4 1 4 1 4 1 4 1 1 4 1 4 1 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

hP n hP n hP n

n

hP n hP n hP n

n ii

hP n ihP n hP n ihP n hP n ihP n

x x x y x z

x xz x xz x z

x xz x xz x z

x xz x xz x z



 

 

    

 

    

 

          

  

  

  

  

 

şeklinde olup burada , N   dir. Bu dizinin periyodunun uzunluğunu belirmek için 

                          3 3 3 3 3 3 3 3 34 1 4 1 4 1 4 1 4 1 1 4 1 1 4 1 4 1 2 4 1 2
, ,

hP n ihP n hP n hP n ihP n hP n hP n ihP n hP n
x x x x x x

               
    

olacak şekilde en küçük i  doğal sayını belirlemek yeterli olcaktır. Dolayısıyla 

     1 22 1 1  ve 1 4n n k n i n n k i       k N  olacak şekilde en küçük i  doğal sayını 

bulmamız gerekmektedir. 

Eğer n  çift ise 
2

n
i   bu şartı sağlayan en küçük doğal sayı olacağından 

      3, ,
2, 2, 4 1

2
x y z

n
LEN P n hP n    olur.  

Eğer n  tek ise i n  bu şartı sağlayan en küçük doğal sayı olacağından 

      3, ,
2, 2, 4 1

x y z
LEN P n nhP n    olur.  

Eğer  2 ,un u N   şeklinde ise,    , ,
2, 2,

x y z
P n  orbiti 

     
 

  

     
 

  

     
 

  

3 3 3

3 3 3

3 3 3

0 1 2

4 1

4 1 4 1 1 4 1 2

8 1

2 4 1 4 1 1 4 1 2

4 1

4 1 4 1 1 4 1 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

n

hP n hP n hP n

n

hP n hP n hP n

n i

ihP n ihP n ihP n

x x x y x z

x x x yz x z

x x x yz x z

x x x yz x z



    



    



    

  

  

  

  

 

şeklinde olup bu dizinin periyodunun uzunluğunu belirlemek için 

        3 3 3
0 1 24 1 4 1 1 4 1 2

, ,
hP n i hP n i hP n i

x x x x x y x x z
    

       olacak şekilde en küçük i  doğal 

sayını belirlemek yeterli olcaktır. Dolayısıyla    2 1 4 1n n k n i     k N  yani 2nk i  
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olacak şekilde en küçük i  doğal sayını bulmamız gerekmektedir. n  çift olduğundan 
2

n
i   bu 

şartı sağlayan en küçük doğal olup 
      3, ,

2, 2, 4 1
2

x y z

n
LEN P n hP n    olur.  

Varsayım 2.1. G , 2, , 2n   gurubu  olsun. Bu durumda G  grubunun  , ,x y z  geren 

kümesine ve geren elemanların , ,x y z  sıralamasına  göre Pell uzunluğu   3 4 1hP n  dir 

yani  

      3, ,
2, , 2 4 1

x y z
LEN P n hP n    

şeklindedir. 

Lemma 2.1.i.  
       , , , ,

2,2,3 3,2, 2 84
x y z x y z

LEN P LEN P    . 

ii. 
       , , , ,

2,2,4 4,2, 2 28
x y z x y z

LEN P LEN P    . 

iii. 
       , , , ,

2,2,5 5,2, 2 280
x y z x y z

LEN P LEN P    . 

iv. 
       , , , ,

2,2,6 6,2, 2 168
x y z x y z

LEN P LEN P    . 

İspat. İspat Teorem 2.2 nin ispatına benzer olarak direk hesaplama ile yapılır. 
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